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I dellin’s transform is used to establish a functional calculus of a class of 
pseudodifferential-operators depending on a small parameter h > 0. We apply for 
ex mple this result to prove the semi-classical behaviour of the discrete spectrum of 
Sd riidinger operators -h* . A + V, and of Dirac operators h x3=, ajDj + a, - V. 
0. INTRODUCTION 
Soit A un operateur autoadjoint non borne d’un espace de Hilbert H, de 
domaitle D(A). Pour toute fonctionf, rtelle, borelienne et bornce sur R, on 
defmit classiquement un operateur borne, autoadjoint,f(A) par le theoreme 
spectra 1: 
fV ) = j f(A) dE, 06 (E,), E R est la &solution de l’identiti: asschke i A. 
R 
(0.1) 
Suppo:;ons de plus que H = L’(X), X &ant soit R” soit une variite compacte 
saris b,xd munie d’une densite, que A soit un operateur pseudodifferentiel sur 
X et q re f soit un symbole. Le probleme se pose de savoir si f(A ), detini par 
(0. I), est encore un opkrateur pseudodiffkrentiel et si de plus il existe un 
algorit nme permettant de calculer son symbole. 
Ce .ype de rksultat a des applications importantes pour l’ttude spectrale 
des ofkrateurs pseudodifferentiels (Colin de Verdi&e [6] pour X variite 
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compacte, Charbonnel [4], Helffer et Robert [9], D. Robert [15] pour 
X = IR “). En particulier dans [ 15 ] cela a permis de faire une etude assez tine 
du spectre d’opbateurs du type de Schrddinger : A(h) = -(h2/2) A + V 
lorsque h tend vers 0, h > 0. 
Les hypotheses faites dans [ 151 entrainent en particulier que : 
,./im, V(x) = +co. (*I -+ 
La condition (*) assure que A(h) est a resolvante compacte t done que dans 
(0.1) l’integrale est une somme discrete. Ces propriitb permettent d’etudier 
f@(h)) par la methode de Strichartz [9]. 
Dans le present ravail nous aous proposons d’itendre les resultats de [ 151 
en vue de les appliquer i des classes d’opbrateurs ur F?” i resolvante non 
necessairement compacte; par exemple, 
&@)=-!$A-(1 +I.x[~)~, d<O. 
Notre methode est bake sur la transformation de Mellin. Supposons pour 
simplifier que I’on ait: spectre [A(h)] c 10, +a, [. Nous remplasons alors la 
formule (0.1) par les deux formules suivantes : 
A(h)‘=+-j P(A(h)-A)-‘d3, 
A 
ou Re s < 0 et /i est un contour convenable dans le plan complexe. 
(0.2) 
(0.3) 
ou F(s) = (F P-if(t) dt (transformee de Mellin def). 
A un niveau purement formel, on constate qu’a partir de la transformation 
de Mellin inverse (0.3) est la bonne formule pour dltinir f(A (h)). Nous nous 
plagons dans le cadre des opbateurs pseudodifferentiels admissibles [9, 241. 
11 s’agit alors, dans ce cadre, d’etudier les operateurs (A(h) - A)- ‘, A(h)” en 
fonction des parametres hE IO, h,] ; I, s E C et de conclure en utilisant (0.3). 
Nous donnons ici une premiere application des resultats precedents a 
l’etude du comportement semi-classique du spectre discret d’operateurs du 
type A,(h). A la difference de nos travaux antbieurs [9, 10, 151, A(h) peut 
avoir un spectre essentiel non vide. C’est precistment l’existence d’un calcul 
fonctionnel pour les fonctions C m i support compact qui permet de s&parer, 
dans certaines bandes d’energie, le spectre discret du spectre essentiel (voir le 
paragraphe 5). 
Nous approfondirons cette etude dans un travail ulterieur. 
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1. GBNBRALITBS 
Soit .l un operateur lineaire, autoadjoint, semi-borne, de domaine D(A), 
dans ur espace de Hilbert H. Quitte i faire une translation, on pourra 
suppose- que l’on a : 
Disigncns par S\ (r E F?) l’espace des fonctions fE C”(m) verifiant :
Suppfc 10, sco[. (1.2) 
Et pour tout k E N, il existe C, > 0 telle que : 
pour tout t E F?. (1.3) 
Pour fci S> , on difinit la transformie de Melin de f par : 
M[f](s) = i,im P- ‘f(t). dr. (1.4) 
M[f] pxsdde les proprietts suivantes : 
M [f] est holomorphe dans le demi-plan : (s E Cc; Re s < -r}. (1.5) 
Pour tout u < -r, M[f] est a decroissance rapide sur la droite: 
{s E C, Re s = a}. (1.6) 
(1.5) et (1.6) entrainent que l’on a la formule 
(1.7) 
pour tc ut u < --r (Cf [21] pour des resultats plus generaux). Dans les 
applications nous prendronsfe Cr (IR). 11 nous suftit done de considtrer le 
casfE S: avec r < 0. Notre methode permet cependant d’avoir des resultats 
pour r ;z 0 en considerant : g(t) = t-“f(t), r < p. 
(1.1) PROPOSITION. Soit f E S\ , r ( 0. On a alors Pt!g@ite’: 
f(a)=~~~~~~Mlfl(s)a-‘ds 
pour to at u E [0, -r[, au sens de la topologie faible des ophateurs. 
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Preuve. Les hypotheses sur f impliquent clairement que chacun des 
membres de 1’CgalitC detinit un operateur borne sur H. Soient U, v E H. On a 
alors: 
M[f](s) A -’ ds 
MISl(o+i~)j’mL.-‘-i’d<Elu,v) dt. 
0 I 
On conclut en appliquant le theoreme de Fubini et (1.7). 
2. UNE CLASSE D'OP~RATEURS ADMISSIBLES 
ESSENTIELLEMENT AUTOADJOINTS 
Commencons par rappeler la definition des classes de symboles S(m,g,) 
de L. Htirmander [ 111 dans le cas particulier ou go est la metrique standard 
sur I?: X RF. 
(2.1). DEFINITION. On appelle poids a-tempere toute fonction continue 
m : RI X I?; -+ Rt telle qu’il existe C, N > 0 de sorte que: 
m(xl, t,) < Cm(x, t)(l + Ix, -XI* + I& -(I*)” 
pour tous (xl, &), (x, t) E R: x R 9. 
(2.2). DEFINITION. m &ant un poids a-temper& on designe par S(m,g,) 
l’espace des fonctions s E C”(iR: x IF?;) telles que, pour tous a, /I E N”, il 
existe C,, de sorte que: 
pour tout x, < E IR”. 
A tout s E S(m, go) on associe, par la quantification de Weyl, I’operateur : 
[sw(x, D,) u](x) = (2~)~” jj ei(x-y*L)s (*A) u(y)dy& 
ou s’“(x, D,) E Y(Y(R”), 9’(R”)) [ 11, Theorem (5.2)]. 
(2.3). DEFINITION. On appelle operateur admissible de poids m la 
don&e d’un reel ho > 0 et dune application A : IO, ho] -+ Y(Y’(lR’), L*(R”)) 
580/53/3-4 
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telle qu’il existe une suite aj E .S(m, g,,) et une suite R, E Y(L2(lR”)), 
N > No, de sorte que : 
A(h) = 5 hj - ajw(x, hD,) + hN+ ’ . R,(h), 
j=O 
pour tout h E ] 0, ho] et pour tout N > No. 
avec: w)h~lO,h,l lIKdhllV~L2~R.~~ < +co. 
(2.1) 
On disigne par L&,(m, go) l’espace des operateurs admissibles de poids m. 
(2.4). Remarque. Cette notion d’operateur admissible est plus generale 
que celh introduite dans [9] et nous semble mieux adaptee aux applications 
envisagezs. Notre definition est tres voisine de celle d’un “A-Pseudo- 
different al operator” au sens de Maslov-Feydoriuk [ 131. 
(2.5). DI~FINITION. 10, ho] 3 h I+ A(h) &ant un operateur admissible, on 
appelera symbole de A la serie formelle (on verifie en effet qu’il y a unicite 
du symbole pour un operateur admissible): 
a(h) = K’ hj . aj, 
,G 
a coefftcients dans S(m,g,). 
Soit alor s A (h) E Y&(m, go) de symbole :
a(h) = K‘ hj . aj. 
,s 
On intros luit les hypotheses uivantes : 
(Hl I A(h) est symetrique pour tout h E 10, ho] 
(H2 I a, est minor& par un reel y > 0 sur R’j x RF. 
(H3 1 a, est un poids u-tempere et, pour tout entier j> 0, on a: 
aj E Go 9 go). 
(2.6). THJ?OR&ME. Sous les hypothbes (Hl), (H2), ef (H3), il existe 
h, > 0 tcl que pour tout h E IO, h,], A(h) est essentiellement autoadjoint, il se 
prolonge en un unique opbrateur autoadjoint de L*(IR”). On dbsigne par 
D(A(h))‘ le domaine de l’unique extension autoaa’jointe de A(h). 
Preuv, ?. On utilise un argument classique (voir, par exemple, [9]). 
Posons: .DI(~, {) = l/(ao(x, <) - t), t < y. On a: 
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= @,W(x, hD,) - t)zq(x, hD,) 
+ i hj * uy<x, hD,) * pP(x, hD,) + hN+ ‘R(h) *pjyx, hD,). 
j=l 
Fixons t (par exemple t = (y/2)) 11 resulte clairement de (H2) et (H3) 
pt E S( l/a,, g). En particulier on dtduit du thioreme de continuite L2 que : 
sup IIPr(x, hwlliP(L~(IRn)) < +a. 
hslO,h,l 
Ensuite, en reprenant la preuve usuelle du theoreme de composition des 
operateurs pseudodifferentiels [ 13, 231 on obtient: 
[(ao”(.,h.)-t)#P,(.,h.)l(x,r)= 1 +Wk.%t) 
pour h E IO, ho], x, (E k?” oil 6,(h, *, .) E S( 1, go) uniformement par rapport 
i h. 
De la meme maniere on obtient: 
‘6 h’.aj(.,h.)#p,(.,h.) (x,<)=h.6;(h,x,r) 
,z I 
oii 6’(h, ., .) E S( 1, go) uniformement en h E IO, ho]. En definitive on a 
obtenu la propriete suivante: 
(A(h) - t) . p:(x, hII,) = I + h . T,(h) (2.2) 
oi r= SUPhe]O,h,] 11 WOllszw+w < +a- 
En choisissant h, tel que h, E: IO, h,] et h, . r < 1 on deduit de (2.2) que 
A*(h) + t est injectif ou A*(h) designe l’adjoint hilbertien de A(h). 11 en 
resulte que A(h) est essentiellement autoadjoint. 
(2.7). Remarque. En controlant les estimations par rapport a t, il resulte 
facilement de ce qui precede que, pour tout E > 0, il existe h, > 0 de sorte 
que : spectre A(h) G [y - e,co [ pour tout h E 10, h2] 
3. PUISSANCES COMPLEXES D'OP~RATEURS ADMISSIBLES 
Ce paragraphe st une extension de resultats obtenus dans [9, Section 2.31. 
Soit A un operateur admissible : 10, ho] 3 h + A(h) vlrifiant (Hl)-(H3). Soit 
A E C. On dbsigne par d(A) la distance de A a la demi-droite [0, tco [. Nous 
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commenqons par faire une ttude de (A(h) - A)-‘. Comme dans [9] on 
d&it par rkcurrence sur j la suite de symboles: 
b,,,r x, r> = (dx, 4 - A> - l (3.1) 
b;+ 1.A =-hM l+lwt<&/y+l a! P!
“(q”’ (-f)‘“’ @pa,) 
x @wh,n) (3.2) 
Posons : B,,,(h) = Cy=, h’ * bj,A En prockdant comme dans 19, p. 1871, on 
obtient 1: : 
(3.1). LEMME. Pour tout j E N et tous a, /I E N”, il existe C,,m,o > 0 telle 
que : 
2j+ lal t 141 
pour tou! A E C\]O, +a~ [ et tout (x, <) E Rj: X ‘RF. 
(3.2). LEMME. On a : (A(h) -A). B,,,(h, x, hD,) = I + hNt ’ . AN,l(h) oti 
la famil!e d’opt!rateurs :A,,,(h) ve’rifie : pour tout entier NE R\J il existe 
M E N t t C, > 0 tels que: 
pour tou! h E 10, h,] et tout 1 E C\]O, +oo [. 
Preuv,?. On a : 
(A(h) - 1) - BN,A(h, x, hD,) = (at(x, hD,) - A) . B,d(h, x, hD,) 
+ 5 hjaj”(x, hD,) . BN,A(h, x, hD,) 
j=l 
+ hN+’ . R,(h) . B,,*(h, x, hD,). 
On obtirnt alors le lemme (3.2) B partir du lemme (3.1) et en examinant le 
reste dans la formule de composition des opirateurs pseudodiflbentiels 
[ 13,231. 
(3.3). COROLLAIRE. Pour tout y, < y, il existe h, > 0 tel que pour tout 
h E IO, t ,] la rksolvante: (A(h) -A)-’ existe et deBnit un opt%ateur 
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admissible pour tout L E @\[yl + oo[. De plus son symbole b,(h) &t don& 
par : b,(h) = CEO ti . b,,, . On a en outre la propri& suivante :
(,4(h) - A)-’ = t hj . b;,(x, hD,) + h”‘+’ - TiNN’(h) 
j=o 
oli pour tout entier N > 0, il existe M > 0 et CL > 0 tels que : 
II 7”iN)Wll 
pour tout A E cC\[O, +a [, h E IO, h,] 
Nous passons maintenant A Etude de A(h)$, s E @, Re s < 0. Soit 
0 E IO, 7r/2[. DCsignons par A, la courbe orient&e du plan complexe dCfinie 
par les deux demi droites : arg A = 19 et arg A = -8 pour II 1 > yI et I’arc de 
cercle: 111 =A, pour -8 < argI < 8. 
On a: 
A(h)” = 5, 1” . (A(h) - A)-’ dA 
A.9 
oti 1” est la d&termination de la fonction puissance dklinie dans C\[O, +co [. 
II risulte de (3.3) et du corollaire (3.3) que l’on a: 
A(h)S = 5 h’ . $- j 1” . b;‘(x) hD,) dA 
/=o Ae 
+h N+l 
1 
*xi- A* j 
A-” - r’“‘(h) dL (3.4) 
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(3.4). LEMME. Pour tout entier j > 1, il existe une suitefinie de symboles: 
(dj,k>1<k ;2j-l, avec dj,k duns s(d,go), 
telle que 
Zj- 1 
bj,A = x (-l)k 9 dj,k * b$,>’ 
k=l 
(3.5) 
pour tout A E C\ [yl, +oo [. De plus les djVk sont des fonctions polynomiales 
universe, les des symboles : 
a;?$,, la+PI+ l<j. 
Preuv, ?. On Ctablit facilement (3.5) en raisonnant par recurrence sur j 
grace a a relation (3.2). On deduit immtdiatement du theoreme de Cauchy 
et de (3.5) que I’on a: 
Zj- I 
A" . bj,Jx, <) dl = 2 dj,k . '(' - ') '*' @- k + ') . a;-". (3.6) 
k=l k! 
Posons: 6,,,(h) = l,,, ASFAN’ d;l. Le lemme suivant donne une estimation, 
fondamertale pour la suite, de 6,,,(h) en h et s: 
(3.5). LEMME. Pour tout entier N, il existe M > 0, Cl > 0 tels que: 
pourtou!sECv&fuzntRes<OettouthE]O,h,]. 
Preuv 5 On part de: 6,,,(h) = JAB AS . T’!!‘(h) dA. Commencons par 
estimer l’integrale sur l’arc de cercle: 
re= Ilnl=r,9 -13 < arg A < 0). 
La p,reure du lemme (3.2) montre que, pour tout N 2 1, il existe K,,, > 0 
telle que: 
II G?‘)(h)ll Y(LqRn)) G KN,, pourtoutIIET,ettouthE]O,h,]. 
On en dl:duit alors qu’il existe KN > 0 telle que : 
//I 
AST;N’(h) d/I 
II 
<K, . yp . eel” (3.7) 
l-6 IpW2( R”)) 
pourtouto<O,a=Res,t=Ims,eE[O,n/2]etpourtouthE]O,h,]. 
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I1 nous reste a estimer la norme de: 
En utilisant le corollaire (3.3), il vient: 
II &l,s (hII Y(L2(W)) Q CL (I 
+a y-1 dry”. (&J”” (3.8) 
YI 
pour Re s < 0, h E 10, h,], 9 E [-x/2, n/2]. Si It] < 2/n, on utilise (3.7) avec 
par exemple : ]0]= 742, et l’on obtient: 
Supposons maintenant: It] > (2/n). On utilise (3.8) en choisissant 0 tel que 
]0]= l/It]. On a alors: 
Res 
II %sWll - ’ Y(L2(R”)) G elf l;es, Iv+‘. (3.10) 
Equations (3.9), (3.10), et (3.7) impliquent le lemme (3.5). 
(3.6). COROLLAIRE. Pour tout s E Cc, Re s < 0, A(h)S est un op&-ateur 
admissible de symbole : 
oti: 
a”‘(h) = c hja,,j 
00 
2j- 1 
aSJ = s dj k - 
k=l ’ 
s(s- 1) *** (s-k+ 1) a;-k 
k! 
ozi les di,k sont dPfnis dans le lemme (3.4), pour j > 1, et : 
a s.0 = 4 
On a de plus : 
A(h)” = f’ hJaSj(x, hD,) + hNt ’ . 4v,,W 
j=O 
oli 6,,,(h) v&riJie la propri& suivante : pour tout entier N et pour tous Gels : 
a, < u2 ( 0, il existe K(N, 6, , o,) telle que 
11 ‘%,s(h)ll y(L2(Rn)) ,<K(N, u,, 0~1. (1 + Pm Wtl 
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pourtou~hE]O,h,]ettoutsEC,a,<Res<o,. (Mnede’pendquedeNet 
est dicer mink par le corollaire (3.3).) 
4. FONCTIONS D'OP~RATEURS ADMISSIBLES 
Soit f E S\ , r < 0 et soit : h I+ A(h), (h E IO, h,]) un operateur admis- 
sible vCr:fiant (Hl)-(H3) du Section 2. 
(4.1). TH~OR~ME. Sous les hypoth&es pr&dentes, f (A(h)) est un 
opkrateur admissible, de symbole : 
oti : 
a,(h) = x hja,J 
I>0 
2j- 1 
af,] = kz, $ +f ‘k’(ao) pour j> 1, 
af,o =f taoI 
Preuvc !. Suivant la proposition (l.l), on part de la formule: 
oi u E ] I, -r[. On applique ensuite le corollaire (3.6): 
f(A(h))=& t h~~““mM[f](s)aY,,(x,hD,)ds 
j% o-i00 
+&hN+‘j- 
o+im 
Wf 16) - 4,,(h) ds- 
o-i00 
(4.1) 
(4.2) 
Or fEs\ entraine que M[f ] est i decroissance rapide sur la droite: 
Re s = o :u E 10, -r[). D’oi il risulte du corollaire (3.6) que l’opbrateur : 
est unifo *mCment borne de L2(lR”) dans lui-m8me pour tout h E IO, h, 1. Pour 
le calcul du symbole il sufit de remarquer que l’on a: 
f(%,)=& jI::,m M[f](s).s(s- 1)e.e (s-k+ l).ai-kds. 
On a air si acheve la preuve du theoreme (4.1). 
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(4.2). Remarque. Le theoreme (4.1) est encore valable si l’on remplace 
l’hypothbe (H2) par : 
“a0 est minort sur IRS: x F?T par un reel y.” En effet il suffrt de remarquer 
we : f(A (h)) = g@ @) + 4 od 6 est tel que y + 6 > 0 et ou g(t) =f(t - 6). 
(4.3). EXEMPLES. Dans ce qui suit, quitte 1 faire une translation, les 
operateurs A(h) verifient les hypotheses (H 1 )-(H3). 
(El) A(h) = -(h2/2) A + V ou le potential V est une fonction de Pun 
des types suivants: 
(El.l) I’E C:(W) 
(E1.2) V(x) =A. (1 + 1x1’)’ avec A reel quelconque si u < 0 et 
A>Osio>O. 
(E1.3) V(x)=A . cpO(x)e-ktx’/(x\” avec 1 E R, k et ,U reels > 0 
et ‘pO E C”O(lR”) verifiant :
%(x>= 1 si Ixl>/26, 
0 si Ixl<6, 
pour un reel 6 > 0. 
Pour n = 3, p = 1, V est un potentiel de Yukawa tronque par q,, au voisinage 
de l’origine. 
(E2) A(h) = -(h2/2)(V - ia)’ + V. 
Pour n = 3, cet operateur epresente l’hamiltonien quantique associe A une 
particule soumise au champ electrique de potentecalaire V et au champ 
magnetique b de potential vecteur: a(b = rot a). On suppose que 
a E C”‘(W, IF?“) et V E Cco(W”) vlrifient : 
(E2.1) V est borne inferieurement, de borne inferieure: 
y0 = MinXGR. V(x). 
(E2.2) 11 existe y, > -yO tel que pour tout a E N”, il existe C, tel 
que : 
IP3dl G c,V+ YJ” sur R” 
(E2.3) 11 existe y2 > -y,, tel que : pour tout a E N”, Ial > 1, il 
existe C, > 0 tel que: 
lax"w)lG CN+ Y2) pour tout x E R”. 
(E2.4) 11 existe C, A4 > 0 tels que: 
1 V(x)1 C C(V(y) + y,)(l + (x -ylY pour tout X,Y E R”. 
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Comme exemple de champ magnitique verifiant (E2 _ ,) il y a evidemment les 
champs magnetiques uniformes i - e verifiant : z est constant. Comme 
exemple de potentiel Clectrique V viritiant (E2.3) et (E2.4) on trouve: 
VEYtlR”), VE Cm(iR”) et pbiodique, V(X)=C,<~<~~~ Vij(xi-xj) oti 
x = (Xl I...) x,J et V, veritie (E2.3), (E2.4) pour 1 < i <j < n. 
(4.4). Remarque. Notre methode ram&e essentiellement le calcul 
fonctior nel C”O au calcul fonctionnel holomorphe (fonctions puissances 
comple, es) avec controle de parametres. En particulier on peut retrouver le 
rlsultat de Strichartz [ 181, dans le cas d’un seul operateur, a partir de l’ar- 
title de Seeley [17]. 
4.5. Extension aux systzmes 
Le thboreme (4.1) &tend aisement i des classes de systemes emi-born&. 
11 suffit pour cela de faire les adaptations uivantes: soit A(h) un operateur 
admissi >le, de symbole : a(h) = xi.+,, hJaj. On a ici : aj E CCo(lRZn, M,(C)). 
On remplace alors les hypotheses (Hl)-(H3) par : 
(fi 1) A(h) est symetrique pour tout h E 10, h,]. 
En particulier, pour tout j E N, aj est une matrice hermitienne. 
(fi2) 11 existe y > 0 tel que : 
(,zO(x, <) e w, w) > y 1) w]\* pour tout (x, <) E R*” et tout w E C”. 
(R3) (i) Pour tous a,/3E N” et pour toutjE IN on a: 
(ii) Designons par : A,(x, <) < A,(x, <) < -1. < A,(x, <) la suite 
croissante des valeurs propres de a,(x, 4). On suppose alors qu’il existe des 
poids a-temper&: (pr , pZ) et des constantes : C,, C, > 0 telsque : 
pour j := 1, 2,..., m. et pour tout (x, r) E R’“. 
Sous 1~ s hypotheses precbdentes, on obtient en particulier que a,,,, =f(a,) 
Par coutre on n’a plus la formule donnant a,,, pourj > 1 a moins que l’on ait 
les pro:)riCtls de commutation : 
[a,(x, 0, a,(x, r)] = 0 pour toutj E R\l et tout (x, 4) E R *“. 
Ce qui sera le cas si par exemple : A(h) = a”‘(x, hD,)! Dans [ 161 on a itudie 
les pui ;sances complexes de systemes pseudodifferentiels vectoriels, dans le 
cadre cl’operateurs globaux appartenant a des classes de Beals. Notons que 
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pour m > 2 l’hypothese @2) &carte les operateurs du type Dirac relativiste: 
A(h) = h - Cj= 1 aj * Dj + a4 - V(X) O~I: 
aj = 
0 Uj ( 1 oi 0 pour j= 1, 2, 3, 
a4 = uj &ant les matrices de Pauli : 
Supposons par exemple V scalaire du type : 
V(x) = (1 t Ix]‘)” * I, d < 0. 
Alors (A(h)’ + ,I) veritie (Al)-(R3) pour L assez grand. En effet dans ce cas 
le symbole principal: uO(x, r) = Cj”= 1 ajrj + a4 - V(x) a deux valeurs 
propres doubles :
On peut done trouver 1 > 0, assez grand et C,, C, > 0 tels que: 
C,(1tl~12)~L:(x,~)t1~C,(ltl~12) pourtout(x,<)E R2”. 
Par consequent, on pourra appliquer les resultats precedents pour localiser le 
spectre d’bnergie de l’hamiltonien A(h) dans les intervalles: 
[-E, E]; E > 0, en etudiant : x(A ‘(h)) . A(h) oti x E Cp(] -E*, E2[). 
De plus on pourra en fait localiser dans un intervalle quelconque i partir de 
x(A’(ZZ)). A(h) qui lui est un oplrateur semi-borne! En effet soit Z un inter- 
valle ouvert, f~ I-E, E[, tel que x = 1 sur un voisinage de i Soit 
i E P(R), &I’) = 1 si ,I E f et x = 1 sur le support de i. Pour tout 
v, E C;(Z), on a alors: 
pour tout A E R 
d’ou il resulte : o(A (h)) = i[A (ZZ)~] . Q [,@I (h)‘) . A(h)]. 
Cette dernike egalitl permet de montrer que &4(h)) est un operateur 
admissible. Cet exemple montre que, sous ‘des hypotheses raisonnables, le 
theoreme (4.1) s’etend Cgalement i des systemes autoadjoints, non nlces- 
sairement semi-born&, pour des fonctions fe C?(R) (cas particuliirement 
utile pour les applications). 
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Notolls que dans le cas des systemes d’ordre superieur ou egal a 2 la 
methods de Strichartz ne semble plus fonctionner. Dans ce cas notre 
methodt donne des resultats nouveaux, y compris avec h = 1, pour des 
systeme; elliptiques sur une variiti compacte dont le symbole est classique. 
5. QUELQUES RBSULTATS SEMI-CLASSIQUES SUR LE 
SPECTRE DISCRET D'OPhRATEURS ADMISSIBLES 
Rappslons que si A est un operateur ferme d’un espace de Hilbert H, on 
appelle spectre discret de A l’ensemble Cdis (A) des points I du plan 
comp1el.e tel que : 
(i: I est un point isole de C(A), spectre de A. 
( ii: 1 est une valeur propre de multiplicite finie. 
On appelle spectre essentiel de A l’ensemble : 
Cess (A) = CW\cmW (P our les proprietes classiques relatives i ces 
notions on renvoie par exemple a Kato [ 121). Soit {A(h)},,<hChO un opirateur 
admissi >le veritiant (Hl)-H3). En particulier A(h) est autoadjoint pour tout 
hE 10, “111, h,<h,, et par consequent on a: ,TJA(h) E IR pour tout 
h E 10, ‘111. 
(5.1) PROPOSITION. Soient deux Gels: E, ( E, tels que 
VOI~~~{~!;’ [E,, E,]} < -boo. Alorspour tout E > 0 il existe h, > 0 tel que: 
2: (A(h)) n [El + E, E2 - E] E x (A(h)) pour tout h E IO, h,]. 
dls 
Preu 7e. Soit g E CF(IR) et fE CF(IR) tels que: 0 Q f < 1, f = 1 sur le 
suppori de g. 
Appliquons le theortme (4.1) : 
f@(h)) = A,,,(h) + hN+ ’ . &v(h) U*l) 
oti : A, ,(h) = Cj”= 0 h’ . afj(x, hD,) et ou df,,(h) est uniformiment borne en h 
de L*( 3”) dans lui-meme. Multiplions (5.1) par g(A(h)): 
g@(h)) = ~~4)) A,,,(h) + hN+lgWO) &v(h) (54 
d’oti : 
g(A(h))[Z - h”‘+’ . &v(h)1 = g(A(h)) . A,,(h). (5.3) 
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Or il existe h, > 0 tel que: 
pour tout h E IO, h2]. (5.4) 
II resulte de (5.3) et (5.4) que l’on a: 
pour tout h E IO, h2] oti 1). ]lTr designe la norme trace des operateurs. La 
proposition (5.1) resulte alors du : 
(5.2). LEMME. Sous i’hypothbe de la proposition (5.1), pour tout 
f E Cp (]E,, E,[) et pour tout N > 0, il existe KN(f) > 0 telle que: 
II~~.N(h)lhr <K,&‘) * h-” pour tout h E IO, ht I. 
Preuve. Compte-tenu des proprittts du symbole, ce lemme rlsulte de 
l’estimation suivante : (voir, par exemple, [161). II existe un entier k(n) et une 
constante K(n) > 0 tels que: 
pour tout a E S( 1, g,). 11 resulte de la preuve de la proposition (5.1) que l’ap- 
plication : g I+ Tr[ g@(h))] dtfinit une mesure de Radon sur tout intervalle 
borne fermi: Z c ]E,, E2[, pour h assez petit. Dans ce qui suit, on Ctudie 
plus en detail cette mesure en faisant l’hypothese complementaire suivante: 
(K) a;‘( [E, , EJ) est compact. 
(5.3). PROPOSITION. Sous fes hypoth&es (Hl)-(H3) et (K), on a, pour 
tout g E C?(i): 
Tr[g(A(h))]-h-” v hj.Tj(g),h-+O,h>O, 
JTo 
oli Tj E G9’(f), espace des distributions sur i. De plus, pour tout entier N > 1, 
Papplication 
g- hNtn-’ Tr [ g(A (h))] - ‘? h’-” e Tj( g) 
JFO I 
est iquicontinue SW respace de Schwartz g(i). Les distributions Tj ont la 
structure suivante : 
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Zj- 1 
Tj(g) = (2n)-” s 
JJ djk(x, t) g’k’(a,(x, 0) dx d<, k=l w 
pour to It g E L@(i), 1eS djk &ant des fOnCtiOns polynomiales universelles des 
symbolt s : 
Preul le. On procede comme dans la preuve de la proposition (5-l). On 
fixe uric: fonction fE Cr(]Ei, Ez[), f = 1 sur un voisinage de I. Pour tout 
g G Cp [i), on a alors : 
g(A(h)) = A,,,(h) + v+ ’* &VW (5.7) 
En con posant a gauche par f(A (h)), il vient : 
g@(h)) =4,(h) * &@) + ~N+‘[&v(4 * A,,,@) 
+.w(h)) * Ld41. (5.8) 
11 resule du lemme (5.2) et de (5.5) que l’on a: 
pour h E IO, h,], h, > 0 assez petit ne dbpendant que de l’intervalle I. Or les 
symbol:s de A,,(h) et A,,@) sont i support dans le compact fixe : 
a;‘([E,, E,]). Par consequent on peut appliquer la formule de composition 
des opirateurs admissibles etablie dans [9, (proposition (2.2)] pour la classe 
dkfinie par la mktrique de Hiirmander :
IY12 
&!I, (Y, r) = 1 + 142 + l42 + 
InI* 
1 + lx12 + ICI2 * 
En ten mt compte du fait que f E 1 sur le support de g et en appliquant le 
lemme (2.3) de [9] pour estimer le reste dans la formule de composition 
donnar t le symbole de A,,(h) . A,,,(h), on obtient qu’il existe C’(N, g) > 0 
telle qt e : 
(5.10) 
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Le thiortme (4.1) et les Equations (5.8)-(5.10) donnent le developpement 
asymptotique de h M Tr [ g(A (h))] . U n examen plus attentif des constantes 
C(N, g) et C’(N, g) donne l’equicontinuiti du reste sur g(i). 
(5.4). Remarques. (i) La proposition (5.3) presente des analogies avec 
des resultats de I-Z-Widom [23] concernant des extensions d’un theoreme de 
SzegG. 
(ii) Le resultat precedent $&end aux systemes d’ordre m > 2 en 
remplacant l’hypothese (K) par : 
(I?) A,:‘(E, ,E2] est compact pour j = 1,2 ,..., m, 
Oti tnjtx9 01 <j<m designe la suite des valeurs propres de a,(x, <) 
(iii) Posons N,(h) = Tr[ l,@(h))]. 
N,(h) est bien sdr Cgal au nombre des valeurs propres de A(h), avec 
multiplicites, qui sont dans I. Par un pro&de standard de regularisation, on 
peut deduire de ce qui precede le comportement asymptotique: 
N,(h) = (2x/z)-” - ~01~~~ [a;’ (I)] + O(IZ-~+‘) t*> 
lorsque h --t 0, h > 0, pour tout 6 E 10, f [, sous l’hypothese que les extremites 
de l’intervalle I ne sont pas valeurs critiques de a,,. Pour etablir (*) on 
remarque que le reel A4 des Lemmes (3.2) et (3.5) peut etre choisi de la 
forme: M= 2N + k(n) ou k(n) est independent de N. Ce dernier point 
s’ltablit en revenant a la demonstration classique de la formule de 
composition de deux operateurs pseudodifferentiels. Notons que cette 
methode de demonstration de (*) est tres voisine de celle utilisee par 
Tulovskii-Shubin [ 221. 
Dans [9, 10, 151 nous avons etabli (*) avec 6 = 1 en faisant des 
hypotheses assez restrictives sur le symbole de A(h). Nous allons dans la 
suite lever en partie ces hypotheses g&e au calcul fonctionnel 
prtcedemment itabli. 
Soit A(h) un opirateur admissible ukrrifiant (Hl), (H2), (H3), et (K). 
Nous reprenons l’idte developpee dans [ 151 qui consiste, via le calcul 
foncionnel, i ramener notre etude A celle d’un groupe unitaire: 
UJt) = exp(-ith - ’ . P(h)) oti P(h) est un operateur admissible dont le 
symbole est i support compact, independant de h. Soit u, E CF(]E,, E,[). 
On pose: 
s:(t) = C &Lj(h)) * eXp(-ith -‘S(h)) 
j>l 
(5.11) 
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ou (A,(/ )),> i est la suite (linie) des valeurs propres de A(h), comptees avec 
leur multiplicite, qui sont dans le support de cp. Soit @ E C,“(]E, , E,[),$ 3 1 
sur supl) q. 11 risulte alors de (5.11) que l’on a : 
SE(t) = Tr[(p(A(h)) . exp(-ifh-’ . @(A(h)) . A(h))], I : (5.12) 
P(h) = 13(A(h)) .A(h) est un operateur admissible (Theorime 4.1) dont le 
symbols: est i support dans a;‘([E,, E2]) (P(h) =f(A(h)) ou f(A) = 
A * @(A) 1. 
POSOIS: Uh(t) = exp(-it/z-’ u P(h)). Comme dans [9] on obtient, pour tout 
entier ?r> 1, une approximation vi”‘(t) de U,,(t) par I’operateur integral de 
Fourier : 
X 
( 
5 h'bj(t9 xT V)f(Y) dY dV (5.13) 
j=O 
pour ]t < T, T > 0 etant choisi assez petit, et fE ,Y(lF?“). S est solution de 
I’equation caracteristique : 
a,qt, x, ?I> +po(x, a&,x, 9)) = 0, 
S(O, x, rl) = x * v, 
(5.14) 
oi : po(.‘, <) = x(ao(x, r)) . a,(~, r). Les symboles bj sont determines par des 
equations de transport (cf. [9]). Comme dans [9, 151, on obtient le: 
(5.5). LEMME. Pour tout N> 1 on a: 
sup I] Ll/Jt) - UI;Y’(f)]liP(L2(Rn)) = O(hN+ ‘), h --, 0, h > 0. 
Ifl<T 
Soit 0 (E Cr (I-T, T[). Posons: 
Z,(h) = (S,(t), e(t) eih-‘rt). 
On a evidemment : 
z,(h) = Tr f&4(h)) * j 8(t) . eih-‘71Uh(f) dt . 
I 
(5.15) 
Posons d’autre part : 
Z:“)(h) = Tr A,,,(h) . j 6’(t) eih-“’ . UkN’(t) dt . 1 (5.16) 
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(5.6). LEMME. Pour tout N> n, on a 
Z,(h) = ZjN)(h) + O(hN+ l-n), h > 0, h --t 0, 
uniformiment par rapport ri 5. 
Preuve. Posons: p’(h) = Tr[o(A(h)) . JO(t) . eih-‘*‘UhN)(t) dt]. D’aprb 
le lemme (5.5) il suflit de montrer que: 
~~)(“‘(h)=z~~‘(h)+O(hN+‘-“), h+O,h>O. (5.17) 
Avec les notations de la preuve de la proposition (5. l), on a : 
dA@)) =Ac,,,,(h) + hN+’ ’ &N(h). (5.18) 
En utilisant (5.8)-(5. IO), on obtient :
II 4%N@llT, = w -“h h + 0, h > 0. (5.19) 
D’autre part il resulte du lemme (5.5) que l’on a: 
O(t) - eih-lrt . Uy’(t) dt 
II 
= O(l), h-,O,h > 0. (5.20) 
ML*(R”)) 
On deduit alors le lemme (5.6) de (5.18)-(5.20). Comme dans [5,9, 151 on 
obtient des r&hats reliant le comportement du spectre de A(h) dans 
]E,, I!?,[ lorsque h tend vers 0, aux trajectoires classiques du champ 
hamiltonien : Ha, = (aa,,/lXj) . 8, - @a,,/ZJx) . a,. Pour cela on introduit l’en- 
semble YT, r E ]E, , E, [, des periodes des trajectoires periodiques d’energie r. 
On a alors les resultats suivants: 
(5.7). TH~OR~ME. (a) Soit t0 E ]E,, E2[. On suppose qu’il existe e0 > 0 
tel que : 
SUPP 8 n $t;ro-b,ro+ %, = 0 
4 g = UT&l Yzpour JS]E,,E,[. On a alors: 
Z,&W = W”), h + 0, h > 0. 
(b) Soit T,, E ]E, , E2[. On suppose qu’il existe E, > 0 tel que a, n’ait 
pas de valeurs critiques dans [rO - E,, t0 + E,,], que cp = 1 sur [t, - E,,, 
r. + eO] et que: 
580/53/3-5 
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On a alfn3 le comportement asymptotique suivant : 
dS, 
I,(h) = PN-" * 40) * jan(x,l)=r ,v,,, a,, + o@-"13 h-+O,h >o 
uniforml!ment par rapport a t dans [z, - E,,, z0 t E,,]. dS, designe la densite’ 
riemanicnne sur l’hypersurface: {a, = 7). 
(5.8). THBOR~ME. On suppose que les extremitb de Pintervalle I 
(I s ]E,, E,[) ne sont pas valeurs critiques de a,,. On a alors: 
N,(h) = (2xh)-” . vol R2n [a;‘(Z)] t O(h’-“), h > 0, h + 0. 
(5.9). Remarques. (i) La partie (a) du theorbme (5.7) est vraie avec 
0 E Corn{ R) sans condition sur le support. Pour voir cela on pro&de comme 
dans Clazarain [5]. 
(ii) Les thkorbmes (5.7) et (5.8) etendent des rtsultats obtenus d’abord 
par Chl zarain [5] pour A(h) = -h*A + V ozi V se comporte comme lx]* a 
I’intini luis par nous-m2mes dans [9, 10, 151 en supposant que V a une 
croissance du type polynomiale a l’inflni. Ici nous prolongeons ce type de 
resultatt par exemple au cas oii: 
V(x) = -(l + ]X]2)d, d < 0. 
Dans cf: cas on a: Cdis (A(h)) c l-00, O[. Soit E > 0 et designons par N,(h) 
le nomt re de valeurs propres de A(h) plus petites que -E. Le theorbme (5.8) 
se trade it alors par: 
NE(h) = (2nh)-” j” (-E - V(x))“‘* dx t O(h’-“), h + 0 
IV(X)< -El 
OZi:~n==vOlnn{]~]~ 1). 
(ii: ) Dans [ 11, Albeverio-Blanchard-Hsegh-Krohn ont obtenu des 
resultat i apparent& aux notres pour des operateurs de Schrodinger de la 
forme : H = -(h*/2) A + fx. Ax + V(x) oi A est une matrice definie positive 
et V une fonction continue, transformie de Fourier dune mesure bornee. 
(iv) Dans un travail a suivre nous approfondirons l’etude du spectre 
discret de A(h) lorsque h tend vers 0 : conditions de quantification de 
Bohr-S ommerfeld, multipliciti, puits de potentiel. 
( v I On peut etendre les theoremes (5.7) et (5.8) a une classe de 
systems s i symbole “principal” diagonalisable contenant en particulier les 
systems s de Dirac consider& en (4.5). Pour cet exemple le symbole principal 
a deux valeurs propres doubles: 1 f (x, c) = f dm - V(x). On peut 
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alors dkmontrer le rbsultat suivant: soit Z un intervalle r&e1 fermk, 
Z c l-1, 1 [. On suppose que les extrCmitCs de Z ne sont pas valeurs critiques 
de 1-V. On a: 
N,(h) = (27zh)-” [2 vol(A;‘(1))] + O(h’-“) 
lorsque h -+ 0, h > 0. (A 1 ‘(I) est ici rlduit i 4.) 
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